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Ubungsaufgaben mit Lésungen findest du unter www.mathegym.de !
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IN (natiirliche Zahlen) < Z (ganze Zahlen) < Q (rationale Zahlen) < IR (reelle Zahlen)
IR\Q: irrationale Zahlen
zB.:V2 ¢ Q,aber V2 €IR; 1,4¢ Z,

aber 1,4€@Q; -3¢&IN,aber-3€7Z

Va ist diejenige nicht negative Zahl, deren Quadrat a ergibt, also (\/E)Z = a. (gilt
nur fiir a > 0)
umgekehrt: Va2 = |a]

(gilt auch fir a <0)
Bsp.: V25 =5 2x—3,fallsx > 1,5

(—6)2=6, J2x—-3)?=2x-3|= {_(2x —3),falls x < 1,5

Prinzip:

Der Radikand (=Term unter der Wurzel) darf nicht negativ sein.
Bsp.: v/x ist definiert fiir x > 0;

V2x — 4 ist definiert fiir x > 2, denn 2x—4 >0 < x >2;

== Ist definiert fiir x < 2 (zusiitzlich: Nenner =0)
\x/E-\/E=\/a.b| \%: % jedoch: va+b = va ++b

Bsp.: V2-V6 =v2-6=+2-2-3 =2/3; Tf:\E:\/i;
Achtung: V32 +42£3+4!
Beispiel: V32a2b8¢3 = /16 -2 - a2(b*)?-c2 - ¢ = 4|alb*cV2c

B..1_£_21v§_21v§_7x/§_ 1 _+a

eispiele: -—= = —2(\/5)2 =< S e
(a+b)*=a’+2ab +b? (2x + 7y ) = 4x* + 28xy + 49y?
(a—b)*>=a’-2ab + b? 4x* - 49 = (2x - 7)(2x + 7)
(a—b)@@a+b)=a’-b’ 5% —10x +5=5(x*-2x+ 1) =5(x — 1)
Anwendungen: V4x? —12x + 9 = ,/(2x — 3)2 = |2x — 3|

1 Vi+y/3 Vi+/3 Vi+V3  1+/3 1 1
- = = = V3

Bsp. :

VI3 (I-B)WI+3)  (DI-B3)2  1-3 -2

Reelle Zahlen IR
Einordnung

Quadratwurzeln

Definitions-
menge von
Wurzeltermen

Rechenregeln fiir
Quadratwurzeln

Teilweise
Radizieren

Rationalmachen
des Nenners

,» Hilfsmittel
Binomische
Formeln

1
allgemein: Ya = an ist die nicht negative Losung der Gleichung x" = a
1
(speziell: az = +a).
weiter gilt: an = Ya™ und a » = L

,/am
3 1
Bsp.: /8=2(denn2°=8); 25z =(252)3 = (+/25)3=5%=125
3 1
0,0001« = (0,0001%)3 = 0,13 = 0,001; 1073 = ﬁ =0,001; 2,4-1073= 0,0024

" a"=a""" f":a"=a""" @)™ =a""

fiir Termvereinfachungen: Potenzschreibweise verwenden!
1 2 3,4 7

1 2
zB: Vx-VxZ=xz-x3=x2"3 = X676 = x6(= VX')
S 11 1-11 41 2 5
Vx:ifx = (xb:x5)2 = (x5)z = x52 = x5(= Vx2)
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Potenzbegriffs

n-te Wurzel und
Potenzen mit ra-
tionalen Expo-
nenten

Rechenregeln fiir
Potenzen
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¢ Potenz- f(x) = a’x" (n€IN, a # 0); n gibt den Grad der Potenzfunktion an.
funktion n gerade n ungerade
a<o0 a>0 - a<o
L L et
t 5 npo=05e, I /] T I\K i i
1 (=05 / 1
0,5 ) . 0,5 1/ '}( | !K,s
15 -1 rn,s-uv: 05 1 15 0, X i : 15 rﬂi“g 0,5 15 5] -1 rn,s-uv:
1
Ui T
-1 < a < 1: Graph von f(x) = ax" wird im Vergleich zum Graph von f(x) = x" in Richtung
der y-Achse gestaucht.
a < -1 oder a > 1: Graph von f(x) = ax" wird im Vergleich zum Graph von f(x) = x" in
Richtung der y-Achse gestreckt.
o Potenz- Wird eine Potenzfunktion mit einer waagrechten Gerade geschnitten, so entsteht eine
gleichung Gleichung: x"=c (nelN, c # 0)
n gerade, c > 0 n gerade, c <0 | nungerade, c >0 | n ungerade, c <0
Anzahl 2 Losungen keine Losung eine Losung eine Losung
Losung X1/2 = +3/c - x = 4%c x = —"c|
x> +15=-110 = x*=-125 ex=—3/|-125] =x=—Y125 =x=-5
2X6:i @XGZi@x =Gi=%=lx =—6i=—l
32 64 1 64 %6z 2’ 2 64 2
quadljatische Losen von quadratischen Gleichungen _ly2i3x - 5_0. G=IR
Gleichung ax’+bx+c=0 2 2 :
1
e Losungs- it der Li , I _ —b+VbZ—4ac | s /32—4-(—5)(—5)' L
formel mit 'er osungsformel: [x,, = ———— x,, = 2.(_%) ; X1=1; X2 =5;
(,Mitternachtsformel ) L={1:5}
Zerlegung in Linearfaktoren; Anwendung: —1y2 433 -3-_1 (x—1)(x—5)
) : 2 2 2
Nullstellenform quadratischer Funktionen, s.u. allgemein:
ax?+bx+c=a-(x—x;) (x—x
Die Diskriminante D = b® — 4ac entscheidet ( V- ( 2)
iiber die Anzah‘I d?r Losungen: X+3x+5=0; G=IR;
D > 0 < zwei Losungen D=3-20<0 = L={}
D = 0 < genau eine Losung
D < 0 < keine Losung
. 1 Die Formel ist in Spezialfillen nicht notig:
o Spezialfille P 8
P 1)c=0 — x ausklammern: 2x*+5x=0; G=IR
ax’+bx=0=>x(ax+b)=0 X+ (2x+5)=0;
:>X1:0;X2:_2 X1:O; X2:_2,5; L:{_Z,S;O}
a
— .. 2
2)b=0 —)Auflosenlolachx 4-5=0; G=1IR:
— Wurzel ziehen EVE
L={-3; 2}
c
ax’+c=0->x"=——; 22
a 2
x*+4=0; G=1IR;

Cc . Cc
Xip=k [—— mit —=>0 x> =—4; Widerspruch=1L = {}

3) Binomische Formeln sollten erkannt

werden X*+6x+9=0 < (x+3)°=0;

= L={-3}
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Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten
Vorgehen: 1. Auflosen einer Gleichung nach einer Variablen.
2. Einsetzen des ermittelten Terms fiir diese Variable in die beiden
anderen Gleichungen anstelle der Variablen.
3. Losen des entstandenen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten
(siehe 8.Klasse).
4. Einsetzen der Losung in die erste Gleichung zur Bestimmung der
dritten Variable.
Bestimmung der Schnittpunkte von zwei Funktionsgraphen:
Vorgehen: 1. Gleichsetzen der Funktionsterme.
2. Losen der entstandenen Gleichung (z.B. mithilfe der Losungsformel).
3. Losung ist x-Koordinate des Schnittpunktes. Berechnung der y-Ko-
ordinaten durch Einsetzen der Losung in eine der beiden Funktionen.
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¢ Anwendungen

Normalform: y =a x’+bx + c Scheitelform: y = a(x — x5)* + ys
Nullstellenform: y = a(x — x1)(x — x2)

Beispiel: f(x) = —%xz + 3x —g (Normalform)

Quadratische Ergdanzung — Scheitelform:

L +3 > -1l 6 > - L1y 6x + 3% — 32 > -
2x X 2=73 (Sx X) 5=73 (x X ) 5=
= —%[(x -3)2-9]- = —%(X —3)2+2; also Scheitelpunkt: S(3|2)

Berechnung der Nullstellen mit Ansatz f(x) = 0 (siehe oben: ,,quadratische
Gleichungen“) — Nullstellenform: y = —% -(x—=1)-(x=5)
Falls Nullstellen existieren (Diskriminante > 0), kann man den Scheitelpunkt auch

N . . . . 1+5
iber die Symmetrie der Parabel bestimmen, hier: x; = - = 3
(Mittelwert von x; und x2) ys= f(Xs) =

auch ohne Nullstellen folgt aus der Symmetrie: x5 = — o =f(3)=2
-
hier: xg = —2.( 1) 3

Normalparabel: n(x) =x* — f(x)=a(x+d)’+e
e: Verschiebung um |e| Einheiten nach oben fiir e > 0, bzw. nach unten fiir e < 0.

d: Verschiebung um |d| Einheiten nach links fiir d > 0, bzw. nach rechts fiir d < 0.

a: enger als Normalparabel fiir |a| > 1 bzw. weiter fiir |a| < 1
Spieglung an der x-Achse fiir a <0
r1Trﬁr1rvrﬁr1rVY g(X) — —(X _ 3)2
Lo - hx) =2(x+2)2+1,5
i(x) =—0,5:(x-3)*+2
k(x)=—-(x+1)(x+3)
Nullstellen: x;= -1; x» = -3;
Scheitel: x; =% -1+ (-3)=-2;
ys =k(-2)=1—->S(-2|1)
— ebenso: k(x) = — (x + 2)* +1
k(0) = -3 — S, (0]-3)
Auch der beziiglich x = -2 zu S, sym-
metrische Punkt P(— 4 | —3) liegt auf der
Parabel.

Aufstellung von Funktionstermen zu Parabeln z.B. mittels eines Gleichungs-
systems zum Modellieren und Lésen von Sachproblemen.

Extemwertprobleme: Losen von Problemen (z.B. aus Alltag, Technik, Wirtschaft),
bei denen gefragt ist, wann eine Grée moglichst klein oder groR ist.
Vorgehen: 1. Aufstellen eines Ansatzes fiir die GroRe, die extremal werden soll.

Version 2022-6
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2. Zusammenhang zwischen den auftretenden Variablen aufstellen.
3. Bestimmung einer Funktion fiir die betrachtete GroRe.
4. Ermitteln des Scheitelpunktes und Angabe des Extremwertes.

verkniipfte
Ereignisse
e Mengendia-
gramme

¢ Vierfeldertafel

¢ Additionssatz

Schreibweise: AnB: ,,Das Ereignis A und das Ereignis B%;
A UB: ,Das Ereignis A oder das Ereignis B“; A: ,Das Gegenereignis zu A
H(A): ,,absolute Haufigkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A“;
P(A): ,,Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A“

AnB AUB AUB=ANBANB=AUB AnB (AnB)u(4nB)
B B B

B B B B B B B B B B B B
A A A A A A

A A Beispiel :
g |H®nB) |[HANB)[HB) Die Wirkung von Hausaufgaben auf die Zeugnisnote
}1;((:2%)) EE‘% 2 %)) fl((% soll in einer Gruppe von 200 Schiilern untersucht
P(ANB) | P(AnB) |p@E) Werden. Man betrachtet dazu die Ereignisse

H(A) Ha) |H@ H = "Ein Schiiler macht regelmafig seine

P(A) P@) P Hausaufgaben in Mathematik" und

E = "Erfolg: Der Schiiler bekommt in Mathe im Zeugnis mindestens eine 2

Umfrageergebnis: 160 Schiiler machten ihre Hausaufgabe <> H(H) = 160

von diesen Schiilern hatten 48 Erfolg <> H(E m H) = 48;
38 Schiiler hatten keine regelmafige Hausaufgabe und waren nicht erfolgreich <
< HENH) =38
Eintrag dieser absoluten Haufigkeiten (fett gedruckt) in die Vierfeldertafel T1
und Ergianzung der Tafel ;  z.B. H(E N H) = 160 — 48 = 112
— Berechnung der "Laplace-Wahrscheinlichkeit" (—gwk8!) — Vierfeldertafel T2
In den inneren grauen Rechtecken stehen die absoluten Haufigkeiten bzw. Wahr-

scheinlichkeiten der "und"-Ereignisse;  z.B.: ENH= 38; P(EnH)=0,24

@

0 w

D@
o]

@

0

>

e}

wl

Absolute Hiufigkeiten: Relative Haufigkeiten =
— Wahrscheinlichkeiten:

T1 H H gesamt —

E | 48 | 2 | 50 T2 H | H

= : 200
E 112 | 38 150 0,24 | 0,01 | 0,25

E
gesamt | 160 | 40 | 200 E_ 1056 0,19] 0,75
0,80 | 020] 1

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB)

zum obigen Beispiel:

Wabhrscheinlichkeit, dass ein zufdllig ausgewahlter Schiiler regelmaRig Hausauf-
gaben macht oder Erfolg in Mathe hat: P(HUE) = 0,80 + 0,25 — 0,24 = 0,81

Ahnlichkeit

¢ Eigenschaften

Die Figur F, bzw. der Kérper K ist dhnlich zur Figur F; bzw. zum Koérper K;, wenn
sie durch maRstédbliches Verkleinern oder Vergrofern in kongruente Figuren bzw.
Korper tlibergefiihrt werden kénnen. Der Faktor, mit dem dabei alle Seiten
multipliziert werden, heift Ahnlichkeitsfaktor.

Fiir dhnliche Figuren/Koérper gilt:
- Entsprechende Winkel sind gleich groR.
- Entsprechende Seiten haben das gleiche Seitenverhaltnis.
- Der Flicheninhalt von F; hat den k*>-fachen Flacheninhalt von F;.
- Das Volumen von K hat das k*-fache Volumen von K.

Version 2022-6
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Zwei Dreieck sind dhnlich, wenn sie
- in zwei Winkeln iibereinstimmen. (W:W-Satz)
- im Verhéltnis entsprechender Seiten {ibereinstimmen. (S:S:S-Satz)
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o Ahnlichkeits-
satze fiir
Dreiecke

1. Strahlensatz: V-Figur:
Werden die zwei Geraden einer Geradenkreuzung von zwei pa- 7
rallelen Geraden geschnitten, dann verhalten sich zwei beliebige
Abschnitte auf der einen Kreuzungsgeraden genauso wie die
entsprechenden Abschnitte auf der anderen Kreuzungsgeraden.
hier: AB||A'B' = |ﬂ| |ﬂ| = |Z_B'| |ﬁ| und
A4 |ZA| = |BB: |ZB| usw.

2. Strahlensatz:
Die ausgeschnittenen Parallelstrecken verhalten sich dann ge-
nauso wie die Entfernungen entsprechender Streckenend-
punkte zum Kreuzungspunkt.

hierz.B.. AB||A'B' = |A'B'|:|AB| = |ZB'|:|ZB]|

Bsp. fiir V-Figur: |ZA'| = 8cm; |ZA| = 6cm; |BB'| = 3cm
1zB| _ 6cm

3cm

=> |AA’| = 8cm - 6cm = 2cm =>
=>|ZB| =
Bsp. fiir X- Flgur. |ZA | = 5cm; |E| =9m; |W| = 7cm
=> |ZA| = IAB| _ dem _,|AB| =

7cm 5cm

P 2cm
cm
—-3cm = 9cm

4cm

9cm — 5cm = 4cm => - 7cm = 5,6cm

Strahlensatze

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat {iber der
Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate iiber den
Katheten: a?+ b?=c?
Bsp.: a = 4cm; ¢ = 6cm => b = /(6cm)? — (4cm)? =

= 2v/5cm
Umkehrung des ,,Pythagoras“:
Gilt in einem Dreieck a? + b? = ¢, dann ist es rechtwinklig.
(Bsp.:a=3cm; b =4cm; c =5cm)

<X
A

Satz des
Pythagoras

Anwendungen des ,,Pythagoras® z.B. bei : e Anwendungen
Diagonale im Quadrat: d = a\/2 d
Hohe im gleichseitigen Dreieck:
2+ (2) =a2sn=2v3 f'—
+(5) =a*=n=3 a y4
Entfernung zweier Punkte A(x;| y1) und B(x2| y2)
=2 = )2 + (72 — y1)? el
z.B.: A(—3|1l B(2[7) i
=> |AB| = /(-3 —-2)2+ (1 —-7)? =61
Einprdgen der Skizzen ist besser als Auswendiglernen!
Hypotenuse H E sin o —G: cos o —A;( tan o —iilz Trigonometrie
Ex e Trigonometrie
ﬁ\ 2 7 Beispiele: am
Ankathete AK © » b =3cm, B = 25° gesucht: a, ¢, ;;:gz»cvll(nkllgen
sin 25° = 3ch =>c= Sf:::—, =~ 7cm
a = 180° —90° — 25° = 65°
tan25° = 38 = g = 3 o 6,4cm
a tan25°
Version 2022-6 5




Gymnasium Stein

e Beziehungen

e Sinus und
Kosinus am
Einheitskreis

e Sinussatz

e Kosinussatz
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» Steigung einer Geraden (praktisch z.B.: Straf3e)

Hohendifferenz _ Ay _ GK_ tan a
waagrechteEntfernung T Ax | AK

z.B. Steigung 10% => tana = 0,1=> «a =5,7°

In einem rechtwinkligen Dreieck mit rechten Winkel y gilt:

il()llo(:(::(s:(i); 880'_02) tan o = ::;Z (a#90°) | |(sina)? + (cosa)? =1

sina

2
. — 1 — (cina)2 — 2
s COS a) 1 — (sina) (cosa)

Bsp.:1 — (tana - sin(90° — a))? = 1 — (

Somit gilt fiir die Vorzeichen:
Sinus Kosinus

Daraus folgt fiir einen spitzen Winkel a:

sin (180° — ) = sin a sin (180° + a) = — sin a sin (360° — o) = — sin «
cos (180° — a) = — cos a cos (180° + o) = — cos a cos (360° — a) = cos
Bsp.: a) sina = 0,7 b) cos o = 0,7 ¢)sina=-0,7 d) cosa=-0,7
90 90 9 90°

0.7 a, 7
1 =\ Y :
m() K‘/ ! w mo} v - | 180 w
| |
| |
270 270 210°

270

TR: o1 = 44,4° TR: a1 ®# 45,6° TR: -0 ® - 44,4° TR: a1 ® 134,4°
o2 = 180° - a1 02=360°-0a1 o1 =180°+ oo~ 224,4° o =360°-m
~ 135,6° ~ 314,4° a2 =360° - ap~ 315,6° ~ 225,6°

In jedem Dreieck ABC verhalten ~ DSP-: 2: 8;2}; ¢ = 6cm; y = 35° gesucht: B
sich die Langen zweier Seiten wie -=—

L . . c siny
die Sinuswerte ihrer Gegenwinkel: . b . 8 . o
a _ sina, b _ sing, a _ sina => sinf = c sy =2-° sin35° = 0,76
b~ sinp’ ¢ siny’ ¢ siny => [y ~ 49,9° oder

B2~ 180° - 49,9° = 130,1°
Da aus b > c auch B >y gelten muss,
kann (3; keine Losung sein!

In jedem Dreieck ABC gilt: Bsp.: a = 5cm; b = 7cm; ¢ = 4cm; gesucht: o
a’=b’+ c?-2bc - cos a b2+c2—a?  49cm?+16cm%—25cm?
2 2 2 cosa = =
b“=a"+ ¢ -2ac- cos B 2be_ 2-7cm-4cm
40
c=a’+b’-2ab-cosy == =N A
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